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る。初出は [6] であり、挿入と呼ばれる操作と C型のミヌスクル元との関
係が指摘された1。その後、[2] および[7] にて、 A型のミヌスクル元から
新たな挿入操作の発見に至った。










まず準備として 「挿入」 「削除」 そして rLevenshtein距離」 などの用語
を定義していく。本稿ではベクトル (系列) の表記として、 (x\mathrm{i}, x2, . . . , x_{n})
を x_{1}x_{2}\ldots x_{n} と記述する。
定義2.1 (挿入).集合  $\Sigma$ 上のベクトル (系列)  z_{1}z_{2}\cdots z_{n}(\in$\Sigma$^{n}, n\geq 0) に
対し、勝手な  a\in $\Sigma$ と勝手な  0\leq i\leq n によって、  z_{1}z_{2}\cdots z_{i}az_{i+1}\cdots z_{n}(\in
$\Sigma$^{n+1}) を与える操作を挿入と呼ぶ。この操作を \mathcal{I}i.a と書く。













定義2.2 (削除).集合  $\Sigma$ 上の系列  z_{1}z_{2}\cdots z_{n}(\in$\Sigma$^{n}, n\geq 1) に対し、勝手な
1\leq i\leq n によって、 Z\mathrm{i}^{z_{2}\cdots z_{i}}-\mathrm{i}\hat{z}_{i^{Z}i+1} z_{n} z\mathrm{i}z_{2}\cdots z_{i-}\mathrm{i}z_{i+1}\cdots z_{n} ) (\in
$\Sigma$^{n-1}) を与える操作を削除と呼ぶ。この操作を \mathcal{D}i と書く。
定義2.3 (Levenshtein 距離 d_{L} ). 集合 $\Sigma$^{*} :=\displaystyle \bigcup_{n\geq 0}$\Sigma$^{n} 上の関数 d_{L} を次で
定める :
 d_{L}(x, y):=\displaystyle \min{  d\in \mathbb{Z}\geq 0|y=\mathcal{E}_{1}\mathcal{E}_{2}\ldots \mathcal{E}_{d}x, \mathcal{E}_{i} は挿入もしくは削除}.
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この関数 d_{L} は距離の公理を満たす。この距離を Levenshtein距離と呼ぶ。
Levenshtein距離は情報理論だけでなく、計算機科学や生命科学などに
も用いられる概念である。編集距離とも呼ばれる。
定義2.4 (挿入/削除球体 B_{t}(x) , 削除球面 DS_{t}(x) , 挿入球面 IS_{t}(x) ). 非
負整数 t と x\in$\Sigma$^{*} に対し、
B_{t}(x):=\{y\in$\Sigma$^{*}|d_{L}(x, y)\leq t\}
と定め、中心 x 半径 t の挿入/削除球体と呼ぶ。そして
DS_{t}(x):= { y\in$\Sigma$^{*} | ヨ \mathcal{D}_{i}, y=\mathcal{D}_{1}\mathcal{D}_{2}\ldots \mathcal{D}_{t}x}
と定め、中心 x 半径 t の削除球面と呼ぷ。同様に
IS_{t}(x):=\{y\in$\Sigma$^{*}|\exists \mathrm{z}, y=\mathcal{I}_{1}\mathcal{I}_{2}\ldots \mathcal{I}_{f}x\}
と定め、中心 x 半径 t の挿入球面と呼ぶ。
定義2.5 (t重挿入/削除符号). 集合 C\subset$\Sigma$^{*} が t重挿入/削除符号であ
るとは、次の条件を満たすことと定める。
条件 :任意の異なる二元 x, y\in C に対し  B_{t}(x)\cap B_{t}(y)=\emptyset が従う。
注意2.2.  n を正整数、 t を非負整数、 C\subset$\Sigma$_{\backslash }^{n} x, y\in C としたとき次の
3つは同値である。
\bullet  B_{t}(x)\cap B_{t}(y)=\emptyset.
\bullet  DS_{t}(x)\cap DS_{t}(y)=\emptyset.
\bullet  IS_{t}(x)\cap IS_{t}(y)=\emptyset.
つまり、集合 C に属する系列の長さが一定ならば、「挿入/削除に対する





定義2.6 (Levenshtein 符号). ここでは、  $\Sigma$:=\{0, 1\}\subset \mathbb{Z} とする。正整数
n と整数 a に対して集合 L_{n,a} を以下で定める。
L_{n,a}:=\{\mathrm{x}\in$\Sigma$^{n}| $\rho$(\mathrm{x})\equiv a (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n+1)\}
ただし、  $\rho$(\mathrm{x})=x\mathrm{i}+2x_{2}+\cdots nx_{n} を表す。この集合 L_{n,a} をLevenshtein
符号と呼ぶ。
Levenshtein符号には完全性と呼ばれる特筆すべき性質が知られている。
定義2.7 (完全).集合 C\subset$\Sigma$^{n} が t削除に対する完全符号であるとは、集
合族 \{DS_{t}(x)|x\in C\} が $\Sigma$^{n-t} の分割を与えること、と定める。
Theorem 2.1 ([4]). 任意の n, a に対し、 L_{n,a} は1削除に対する完全符号。
Example 2.1. Levenshtein符号の定義に従い計算すれば




10001 0001, 1001, 1000
01010:1010 , 0010 , 0110 , 0100 , 0101
11011:1011 , 1111 , 1101
11100:1100, 1110
00111 0111 , 0011
削除された結果に重複は無い。さらに、 \{0, 1\}^{4} を網羅している。
注意2.3. 削除と挿入は逆の操作と言える。そのため、削除で表される定
義や言明は、挿入を以って表せることがある。
Lemma 2.1. 符号 C\subset$\Sigma$^{n} が t削除に対して完全である必要十分条件は、
「任意の y\in$\Sigma$^{n-t} に対し、 x\in IS_{t}(y) を満たす x\in C が一意に存在する
こと」 である。




本稿では B型のルート系  $\Phi$ を、次の集合  $\Pi$ を単純ルート系としてもつ
ルート系と定める。
 $\Pi$:=\{$\epsilon$_{1}, $\epsilon$_{2}-$\epsilon$_{1}, $\epsilon$_{3}-$\epsilon$_{2}, . . .$\epsilon$_{n}-$\epsilon$_{n-1}\}.
ただし、 \{ $\epsilon$毒はユークリッド空間 \mathbb{R}^{n} の標準基底を表す。以下、単純ルー
トを表す記法として、
$\alpha$_{0}:=$\epsilon$_{1}, $\alpha$_{i}:=$\epsilon$_{i+1}-$\epsilon$_{i}, 1\leq i<n
を用いる。
このとき、正ルート系 $\Phi$^{+} は




( 1_{\text{ノ'}}^{\backslash }\backslash \nearrow'.\},
図1: \mathrm{B} 型Dynkin 図形
3.1 ミヌスクル元とビッ ト列との対応
ワイル群とビット列 (成分に 0,1 しかもたないベクトル) の対応を与え
よう。
定義3.1 (ミヌスクル元).ワイル群W の元 w がミヌスクルであるとは、
あるウェイト  $\lambda$\in\triangle が存在し、  w の任意の最短表示 w=s_{i_{1}}s_{i_{2}}\cdots s_{i_{l}} に対
して、
s_{i_{j}}\cdots s_{i_{l}} $\lambda$=s_{i_{\mathrm{J}}+1}\cdot\cdot \cdot s_{i_{r}} $\lambda-\alpha$_{i_{j}} (1\leq\forall j\leq l) (1)
が従うことと定める。ここで $\alpha$_{i} は単純ルートであり、 s_{i} はルート $\alpha$_{i} に関
する鏡映である。  $\lambda$ を明示したいときには  $\omega$ を  $\lambda$- ミヌスクル元と呼ぶ。
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注意3.2. 式(1) は
s_{ij}\displaystyle \cdots s_{il} $\lambda$= $\lambda$-\sum_{j\leq h\leq l}$\alpha$_{i_{h}}
と表せる。
注意3.3. ミヌスクル元の定義において、条件 「 w の任意の最短表示
w=s_{i_{1}}s_{i_{2}}\cdots s_{i_{l}} に対して」 を条件 「w のある最短表示 w=s_{i_{1}}s_{i_{2}}\cdot\cdots s_{i_{r}} に
対して」 に置き換えても構わないことが[5]で示されている。特にこれら
2条件は、同値である。
以下、本稿では A_{n}型のワイル群を W(A_{n}) で、 B_{n}型のワイル群を W(B_{n})
でそれぞれ表す。
そして、3節では  $\lambda$:=\displaystyle \frac{1}{2}(1,1, \ldots, 1)\in \mathbb{R}^{n} に固定して議論する。
注意3 \cdot4. ワイル群  W(B_{n}) による  $\lambda$ の軌道  W(B_{n})\cdot $\lambda$ について、
 W(B_{n})\displaystyle \cdot $\lambda$= \{\frac{1}{2}(x_{1},x2, . . . ,x_{n}) |x_{i}=\pm 1, 1\leq i\leq n\}
が従う。
特にその濃度は \#(W(B_{n})\cdot $\lambda$)=2^{n} である。
この注意から  W(B_{n})\cdot $\lambda$ と \{0, 1\}^{n} の間に一対一対応がある。具体的に
は以下の写像 F : \{0, 1\}^{n}\rightarrow W(B_{n})\cdot $\lambda$ により対応がつく。
 F(x) := $\lambda$-x (x\in\{0,1\}^{n})
とくに逆写像は
F^{-1}(y)= $\lambda$-y (y\in W(B_{n})\cdot $\lambda$)
である。以降、集合 \{0, 1\}^{n} と W(B_{n}) .  $\lambda$ の両方を \mathbb{R}^{n} の部分集合とみて、
F と F^{-1} を同一視する。
注意3.5.  $\lambda$ の固定群  W(B_{n})_{ $\lambda$} について、
W(B_{n})_{ $\lambda$}=W_{I}\simeq W(A_{n-1})
が従う。ここで I:=\{$\alpha$_{1}, $\alpha$_{2}, \cdots, $\alpha$_{n-1}\} であり、 W_{I} は I に関する鏡映が
生成する (最大) 放物部分群を表す。
特にその濃度は \# W(B_{n})_{ $\lambda$}=n! である。
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注意3.6. 上の二つの注意から軌道と剰余類 W(B_{n})/W(B_{n})_{ $\lambda$} のどちらの
濃度も 2^{n} であるからそれらの間に一対一対応がある。
さらに、剰余類の最短コセット代表元全体を \mathbb{B}_{n} とかけば、 \mathbb{B}_{n} はワイ
ル群 W(B_{n}) に含まれる  $\lambda$- ミヌスクル元全体と一致する。
以上の議論のまとめ :  $\lambda$- ミヌスクル元の集合 \mathbb{B}_{n} と集合 \{0, 1\}^{n} の間に
一対一対応 f が構成できる。具体的には
 f(w):= $\lambda$-w $\lambda$
とできる。逆写像は、ビット列  x \in \{0, 1\}^{n} からコセット \{ $\sigma$ \in  W(B_{n}) |
 $\sigma \lambda$= $\lambda$-x\} の最短代表元への対応として与えられる。
3.2 最高ルートに対する鏡映と挿入
B_{n+1} 型の最高ルート \overline{ $\alpha$} に関する鏡映 s_{\overline{ $\alpha$}} はただ一つの最短表示を持つ。
具体的には次である。
s_{\overline{ $\alpha$}}=s_{n}s_{n-1}\ldots s_{2}s_{1}s_{0}s_{1}s_{2}\ldots s_{n-1}s_{n}.
この最短表示のサブワードとして、右から i 個 (0\leq i\leq 2n+1) の単純
鏡映の積をろで表そう。




















\mathcal{I}_{n+3}(x)=x_{1}x_{2\frac{-1}{2}} . . . x_{n}
\mathcal{I}_{2n}(x)=x_{1^{X}2\cdots\frac{-1}{2}X_{n}}
\displaystyle \mathcal{I}_{2n+1}(x)=x_{1}x_{2}\ldots x_{n}\frac{-1}{2}
各成分 Xj が1/2もしくは -1/2であったとしよう。写像 F により 「1/2




注意3.7. 記号を乱用し、 \mathcal{I}_{j} : \{1/2, -1/2\}^{n} \rightarrow \{1/2, -1/2\}^{n+1} を写像
\mathcal{I}_{j} : \mathbb{B}_{n}\rightarrow \mathbb{B}_{n+1} とみなすことを許す。
3 \cdot3 ワイル群とLevenshtein符号
ここまで、ビット列 \{0, 1\}^{n} とミヌスクル元集合\mathbb{B}_{n} (_{\mathrm{Y}} 実は \{1/2, -1/2\}^{n}




\mathbb{B}_{n,a} :=\{ $\sigma$\in \mathbb{B}_{n}|l( $\sigma$)\equiv a (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n+1




Theorem 3.2. 任意のミヌスクル元  $\sigma$\in \mathbb{B}_{n} に対して
1 ( $\sigma$)=p(f( $\sigma$))
が従う。
Pr of.
 $\rho$(f( $\sigma$))=\langle(1,2, \ldots, n) , f( $\sigma$)\}
=\displaystyle \langle\sum_{ $\alpha$\in $\Phi$+}$\alpha$^{\vee}, f( $\sigma$))
=\displaystyle \{\sum_{ $\alpha$\in $\Phi$+}$\alpha$^{\vee},  $\lambda$- $\sigma \lambda$\}
=\displaystyle \{\sum_{ $\alpha$\in $\Phi$+}$\alpha$^{\vee},  $\lambda$-( $\lambda$-\sum_{1\leq j\leq l( $\sigma$)}$\alpha$_{i_{j}})\rangle
=\displaystyle \{\sum_{ $\alpha$\in $\Phi$+}$\alpha$^{\vee}, \sum_{1\leq j\leq l( $\sigma$)}$\alpha$_{i_{j}}\rangle
=l( $\sigma$)
ただし、 \langle , }は \mathbb{R}^{n} の標準内積を、 $\alpha$^{V}\downarrowよルート  $\alpha$ のコルートをそれぞれ表
す。また、  $\sigma$ の最短表示を  s_{i_{1}}s_{i_{2}}\ldots s_{i_{l( $\sigma$)}} と置いた。






非負整数 n, t と w\in \mathrm{B}_{n} に対し、
IS_{t}(w):= { \mathrm{Z}_{1}\mathcal{I}_{i_{2}}\ldots \mathcal{I}_{i_{t}}w|\mathcal{I}_{\dot{ $\eta$}_{j}} は挿入}
Levenshtein 符号の完全性をワイル群の言葉で表せば次を得る。
Theorem 3.3. 任意の非負整数n と任意の整数 a、そして任意の w\in \mathbb{B}_{n-1}




ここまで B型のワイル群、ミヌスクル元が挿入や Levenshtein 符号と
結びつくことを指摘してきた。今度は同様の結びつきを A型で実現する。
証明は省き、アイデア、言明、例を述べていく。
まず A_{n-1}型のルート系を、単純ルート系 \{$\alpha$_{1}, $\alpha$_{2}, . . ., $\alpha$_{n-1}\} をもつルー
ト系と定義する 。’ つまり、前節の記法等を流用する。次に、正整数 i,j
(i\leq のに対し、単純ルート系として \{$\alpha$_{i}, $\alpha$_{i+1}, \ldots, $\alpha$_{j}\} をもつルート系を
A_{i,j} 型と呼ぶことにする。
ワイル群W(A_{n-1}) の最大放物部分群は W(A_{2,n-1}) 、 W(A_{1,m-1})\times W(A_{m+1,n-1}) 、
もしくは W(A\mathrm{i}_{n-2}) の3通りある。ただし、 2\leq m\leq n-2 である。そ
れぞれによるコセットの最小コセット代表元全体を \mathrm{Y}_{n,1}, \mathrm{Y}_{n,m}, \mathrm{Y}_{n,n-1} と
表すことにする。
どの 1\leq m\leq n-1 に対しても、 \mathrm{Y}_{n,m}l\mathrm{f}^{\mathrm{J}}$\lambda$_{m}:=
に対する $\lambda$_{m^{-}} ミヌスクル元全体と一致する。また、軌道 W(A_{n-1})\cdot$\lambda$_{m} の
F による像は、ハミング重みm の長さ nのビット列全体と一致する。つ
まり
F(W(A_{ $\eta$-1})\cdot$\lambda$_{m})=\{x\in\{0, 1\}^{m}|\mathrm{w}\mathrm{t}(x)=m\}
ただし \mathrm{w}\mathrm{t}(x) は x のハミング重み (x の非ゼロ成分の個数) を表す。
W(A_{n+1}) の最高ルートに対する鏡映を w_{0} とする。 w_{0} の最短表示は一
意ではないが、一つ固定してそれを s_{h_{2n+1}}s_{h_{2n}}\ldots s_{h_{2}}sん1とする。そして





定義4.1 (A型の挿入). 0\leq j\leq 2n+1 に対し、写像ろ : \{-1/2, 1/2\}^{n}\rightarrow
\{-1/2, 1/2\}^{n+2} を
s_{i_{1}}s_{i_{2}}\displaystyle \ldots s_{i_{l}}$\lambda$_{m}\mapsto I_{j} (\frac{-1}{2}, s_{i_{1}+1}s_{i_{2}+1}\ldots s_{i_{l}+1}$\lambda$_{m}, \frac{1}{2})
で定める。ここで \{-1/2, 1/2\}^{n}=W(A_{n-1}) $\lambda$_{m}=\mathrm{Y}_{m,n} $\lambda$_{m} に注意。
この写像を ( \{-1/2,1/2\}^{n}上の) 挿入と呼ぶ。この挿入によって、 F を
通じて \{0, 1\}^{n} 上の挿入、 \mathrm{Y}_{m,n} 上の挿入と定める。
注意4.1. A型の挿入は、ベクトルの長さを2増やすことを注意しておく。
4.1 ヤング図形 最短経路による理解
ここでは W(A_{n+1}) の最高ルートの鏡映 s_{\overline{ $\alpha$}} の最短表示として
s_{\overline{ $\alpha$}}=s_{n+1}s_{n}\ldots s_{2}s_{1}s_{2}\ldots s_{n}s_{n+1}
を選ぶことにする。このとき、挿入は次のどちらかの操作とみなせる。
\bullet 与えられたビット列  y に対し、最初に 0 を適当な位置 i に挿入し \mathcal{I}_{\dot{ $\eta$}0}y
を得る。続いて1を先頭に挿入し \mathcal{I}_{4,1}\mathrm{z} ,謂を得る。
\bullet 与えられたビット列  y に対し、最初に1を適当な位置 i に挿入し乙,ly
を得る。続いて 0 を先頭に挿入し R_{0}\mathrm{Z}_{1}y を得る。
この挿入は \mathrm{Y}_{n,m} から \mathrm{Y}_{n+2,m+1} の写像である。
注意4.2. \mathrm{Y}_{n,m} の元はハミング重みm の長さ nのビット列と同一視でき









定義4.2 (\mathrm{Y}_{n,m,a}) . 正整数 n,m (m<n) と整数 a に対し集合 \mathrm{Y}_{n,m,a} を
\mathrm{Y}_{n,m,a} :=\{ $\sigma$\in W(A_{n-1}) | $\sigma$\in \mathrm{Y}_{n,m}, l( $\sigma$)\equiv a (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)\}
と定める。
注意4.3. \mathrm{Y}_{n,m,a} を最短経路とみなすとき、「その経路の左上にあるマス











Theorem 4.1. \mathrm{Y}_{n,m,a} は1削除に対して完全。
最後にこの定理の例を与える。例として \mathrm{Y}_{10,6,1} の各要素と、削除した
結果を図示している。 \mathrm{Y}_{1061} の要素は20ある。そして、削除結果は \mathrm{Y}_{8,5}
の要素56個を重複なく網羅している。
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